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研究光学微腔的出射态.

实验中，常需利用光腔制备光的某些特殊量子态，例如猫态. 制备原理一般是让射入光腔的激光与
腔内原子相互作用，入射前后对原子作适当操作，出射光即处在要制备的量子态. 为了分析、设计这类
实验，我们需要分析光腔出射光和入射光之间的关系. 输入输出理论就是为了解决这一问题.

我们分析最简单的情况：一面完美的反射镜置于 𝑧 = 0处，一面不完美的反射镜置于 𝑧 = 𝐿处，激
光从正无穷处沿 −𝑧 方向入射，进入腔内，与腔内原子相互作用，再沿 +𝑧 方向出射. 腔内电磁场模式
记为 𝑎，满足玻色对易关系. 这模式可能与腔内其他自由度耦合，其哈密顿量记为 𝐻c(𝑎, 𝑎†). 相互作用
期间，腔外电磁场的正频项（即量子化为湮灭算符者）为

𝐴(+)
ext (𝑧, 𝑡) = ∫

∞

0
d𝜔

√
ℏ

𝜋𝑐𝜖0𝑆𝜔
𝑏(𝜔; 𝑡) sin 𝜔(𝑧 − 𝐿)

𝑐 , (1)

其中 𝑏(𝜔; 𝑡)为海森堡绘景下的玻色算符，满足玻色对易关系. 哈密顿量为

𝐻ext = ∫
∞

0
d𝜔 ℏ𝜔𝑏† (𝜔) 𝑏(𝜔). (2)

腔外电磁场和腔内电磁场的相互作用可以建模为

𝐻int = iℏ∫
∞

0
d𝜔 𝑔(𝜔) (𝑏†(𝜔)𝑎 − 𝑏(𝜔)𝑎†) , (3)

即频率为 𝜔的光依 𝑔(𝜔)的概率透射.

考虑到只有腔共振频率 𝜔c附近会发生相互作用，我们引入如下近似：

• 电场模式的积分中，将系数 𝜔−1/2替换为常数 𝜔−1/2
c ，并将积分限扩展到 −∞. 即

∫
∞

0
d𝜔
√𝜔

→ ∫
∞

−∞
d𝜔
√𝜔c

. (4)

• 将相互作用哈密顿量中的透射概率 𝑔(𝜔)替换为 √𝜅/𝜋，并将积分下限扩展到 −∞. 即

∫
∞

0
d𝜔 𝑔(𝜔) → √

𝜅
𝜋 ∫

∞

−∞
d𝜔. (5)

作此近似并非因为它们真的接近，而是因为那些远离共振的部分最终几乎不对结果产生影响，所以计
算或不计算它们、有限地改变它们的系数，对计算结果的影响微乎其微.

1



为了和实验相对应，还需定义入态和出态. 定义 𝑇 时刻射入光腔的模式为 𝑎in(𝑡0),则 (𝑧, 𝑡) = (𝑧, 𝑇 −
(𝑧 − 𝐿)/𝑐)处的入射光可写成

𝐴(+)
in (𝑧, 𝑡) = i

√
ℏ

4𝜋𝑐𝜖0𝑆𝜔c ∫
+∞

0
d𝜔 𝑏(𝜔; 𝑡) exp (−i𝜔(𝑧 − 𝐿)

𝑐 ) ≡ −i
√

ℏ
2𝑐𝜖0𝑆𝜔c

𝑎in(𝑇 ), (6)

定义 𝑇 时刻射出光腔的模式为 𝑎out(𝑇 )，则 (𝑧, 𝑡) = (𝑧, 𝑇 + (𝑧 − 𝐿)/𝑐)处的出射光可写成

𝐴(+)
out(𝑧, 𝑡) = −i

√
ℏ

4𝜋𝑐𝜖0𝑆𝜔 c
∫
+∞

0
d𝜔 𝑏(𝜔; 𝑡) exp (i𝜔(𝑧 − 𝐿)

𝑐 ) ≡ −i
√

ℏ
2𝑐𝜖0𝑆𝜔c

𝑎out(𝑇 ). (7)

将上二式写得更紧凑一些，得到

𝑎in(𝑡) = −√
1
2𝜋 ∫

∞

−∞
d𝜔 𝑏(𝜔, 𝑡0)e−i𝜔(𝑡−𝑡0), (8)

𝑎out(𝑡) = √
1
2𝜋 ∫

∞

−∞
d𝜔 𝑏(𝜔, 𝑡1)e−i𝜔(𝑡−𝑡1). (9)

注意，这里入射和出射场并不像式子所暗示的那样依赖于参考点 𝑡0、𝑡1 的选取，因为不同参考点对应
的 𝑏(𝜔)不是独立的. 容易验证 𝑎in、𝑎out满足玻色对易关系. 我们的任务是考察 𝑎in和 𝑎out之间的联系.

考虑相互作用时的海森堡方程. 算符 𝑏(𝜔; 𝑡)满足

𝜕𝑡𝑏(𝜔) = −i𝜔𝑏(𝜔) + √
𝜅
𝜋 𝑎. (10)

取参考时间 𝑡0 < 𝑡 或 𝑡1 > 𝑡，积分，得

𝑏(𝜔; 𝑡) = e−i𝜔(𝑡−𝑡0)𝑏(𝜔; 𝑡0) + √
𝜅
𝜋 ∫

𝑡

𝑡0
d𝑡′ e−i𝜔(𝑡−𝑡′)𝑎(𝑡′)

= e−i𝜔(𝑡−𝑡1)𝑏(𝜔; 𝑡1) − √
𝜅
𝜋 ∫

𝑡1

𝑡
d𝑡′ e−i𝜔(𝑡−𝑡′)𝑎(𝑡′).

(11)

算符 𝑎满足
𝜕𝑡𝑎(𝑡) = − i

ℏ [𝑎, 𝐻c] − √
𝜅
𝜋 ∫

∞

−∞
d𝜔 𝑏(𝜔; 𝑡). (12)

代入 𝑏(𝜔)的两个解，得
𝜕𝑡𝑎(𝑡) = − i

ℏ [𝑎, 𝐻c] + √2𝜅𝑎in(𝑡) − 𝜅𝑎(𝑡)

= − i
ℏ [𝑎, 𝐻c] − √2𝜅𝑎out(𝑡) + 𝜅𝑎(𝑡).

(13)

这两式一般称为量子朗之万方程. 两式相减得到

𝑎in + 𝑎out = √2𝜅𝑎, (14)

此即输入输出关系. 我们一般利用输入输出关系和任意一个量子朗之万方程来求解光腔出射光和入射
光的联系.

考虑一个具体的例子. 光腔中有一三能级原子，有 |0⟩、|1⟩、|𝑒⟩三个本征态，其中 |1⟩、|𝑒⟩能量分别
为 ∓𝜔a/2. 腔中光子与 |1⟩和 |𝑒⟩耦合，哈密顿量为

𝐻c =
𝜔a
2 𝜎 𝑧 + ℏ𝑔 (𝜎+𝑎 + 𝜎−𝑎†) + ℏ𝜔c𝑎†𝑎, (15)
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其中 𝜎+ = |𝑒⟩ ⟨1|，𝜎− = 𝜎†+，𝜎𝑧 = |𝑒⟩ ⟨𝑒| − |1⟩ ⟨1|. 此时我们要解方程

𝜕𝑡𝑎 = −i𝑔𝜎− − (i𝜔c + 𝜅) 𝑎 + √2𝜅𝑎in, (16)

𝑎in + 𝑎out = √2𝜅𝑎. (17)

原子处于 |0⟩态时，不参与耦合，𝜎− = 0. 此时方程在频域的解为

𝑎out(𝜔) = − iΔc − 𝜅
iΔc + 𝜅 𝑎in(𝜔), (18)

其中 Δc = 𝜔c − 𝜔. 若原子处于 |1⟩态，还需考虑 𝜎−的运动方程

𝜕𝑡𝜎− = −i𝜔𝑎𝜎− + i𝑔𝑎𝜎𝑧 . (19)

在频域解得

𝑎out(𝜔) = − i (Δc + 𝑔2𝜎𝑧/Δa) − 𝜅
i (Δc + 𝑔2𝜎𝑧/Δa) + 𝜅 𝑎in(𝜔). (20)

显然，失谐很小、光腔协作率（cooperativity）很高时，即 Δ ≪ 𝜅 ≪ 𝑔 时，上述关系变成

𝑎out = {𝑎in 原子处于 |0⟩态，
−𝑎in 原子处于 |1⟩态.

(21)

这是一个以原子为控制比特的门作用：𝑎 → ±𝑎. 写在光子数表示下，为

|0⟩a ⊗ |𝑛⟩ → |0⟩a ⊗ |𝑛⟩ , |1⟩a ⊗ |𝑛⟩ → (−1)𝑛 |1⟩a ⊗ |𝑛⟩ . (22)

写在相干态表示下，为

|0⟩a ⊗ |𝛼⟩ → |0⟩a ⊗ |𝛼⟩ , |1⟩a ⊗ |𝛼⟩ → |1⟩a ⊗ |−𝛼⟩ . (23)

注意，我们这里采用的约定和部分量子信息领域的文献略有不同，因此得到的门略有差异（见 [1, 2]）.

我们定义的 𝑎out 对应的模式和 𝑎in 差相位 π，这定义合于经典的菲涅尔公式. 若采取输出和输入不差相
位的定义，𝑎out会和我们的定义差一个负号.
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